
Abschnitts sprechen also für die von LEE und YANG 15 

im Zusammenhang mit den r-Mesonen vertretene 

These, daß die Parität beim radioaktiven Zerfall 

nicht allgemein erhalten bleibt. 

c) Einordnung der Leptonen 

Die Leptonen scheinen mit den schwereren Ele-

mentarteilchen nicht durch eine starke Wechselwir-

kung verbunden zu sein; aber jedenfalls gibt es die 

durch die elektromagnetischen Kräfte hervorgerufene 

Paarerzeugung der Elektronen und wohl auch der 

/«-Mesonen. Daraus geht hervor, daß die Grund-

gleichungen der Materie — auch bei Vernachlässi-

gung der schwachen Wechselwirkungen — die Lep-

1 5 T . D. L E E u. C. N. Y A N G , Phys. Rev. 102, 2 9 0 [ 1 9 5 6 ] . 

tonen in ihrem Massenspektrum enthalten müssen. 

Auch die relativ große Masse des /«-Mesons spricht 

dafür, daß die großen Wechselwirkungen für die 

Massen der Leptonen in erster Linie verantwortlich 

sind. Dies muß bedeuten, daß die Abschließung der 

Leptonen von den schwereren Elementarteilchen 

durch weitere Auswahlregeln und Übergangsverbote 

bewirkt wird, die bisher noch nicht formuliert wor-

den sind. Es mag sein, daß man zur Darstellung 

der Leptonen noch eine weitere Wel lenfunkt ion in 

die Grundgleichungen einführen muß ; vielleicht 

bringt aber audi eine nähere Untersuchung der 

durch den HILBERT-Raum I I in die Theorie einge-

führten Züge weitere Symmetrieeigenschaften ans 

Licht, die zur Deutung jener Auswahlregeln ge-

nügen. 

Kernpolarisation und Ebbe-Flut-Effekt beim [i -Meson-Atom 

V o n E . N U D I N G 

Aus dem Max-Planck-Institut für Physik, Göttingen 
( Z . Naturforschg. 12 a , 187—194 [1957] ; e ingegangen am 6. Dezember 1956) 

Der Einfluß der Polarisation des Atomkerns auf die ls-, 2p- und 3d-Energieniveaus des /^-Meson-
Atoms wird im Rahmen einer Störungsrechnung II. Ordnung unter Zugrundelegung des STE INWEDEL-

j E N S E N S c h e n Kernmodells für die Elemente Sb, W, Pb, U berechnet. Die Ergebnisse (Tab. 1) sind 
im Rahmen des Kernmodells auf etwa 5% genau. Die Korrektur der Termdifferenz 2p —ls erweist 
sich bei den betrachteten Elementen als nahezu unabhängig von Z und beträgt etwa 5 keV. 

Die Abschätzung eines Ebbe —Flut-Effektes ergab bei denselben Elementen für den ls-Zustand 
im Vergleich zum Polarisationseffekt überraschend hohe Korrekturen (Tab. 2) von etwa 10 keV. 

FITCH und RAINWATER 1 haben 1953 die Energie 

des 2p — ls-Überganges beim ^"-Meson-Atom für 

verschiedene Elemente gemessen und dabei eine Ge-

nauigkeit von etwa \% relativen Fehler erzielt. Hö-

here Übergänge wurden von DE BENEDETTI et a l . 1 

untersucht. 

Bei der Berechnung der Energieterme des ju~-

Meson-Atoms muß insbesondere beim ls-Zustand 

der Einf luß der endlichen Ausdehnung des Atom-

kerns berücksichtigt werden, worauf schon 1949 

von WHEELER 3 hingewiesen wurde. Er bewirkt z. B. 

bei Pb eine Änderung des ls-Niveaus von — 20 MeV 

auf etwa —11 MeV , während beim 2p-Zustand die 

Korrektur nur noch etwa 3% beträgt. 

Weitere störende Einflüsse auf die Lage der 

Energieniveaus, deren Beiträge etwa in der Größen-

ordnung der Meßgenauigkeit liegen, wurden von 

verschiedenen Autoren untersucht 4 ' 5 . Eine Zu-

sammenstellung der Ergebnisse findet sich bei HILL 

und FORD 6 . Im folgenden soll die Polarisationswir-

kung des Mesons auf den Kern genauer berechnet 

werden. 

COOPER und HENLEY 4 haben auf Grund des Ein-

teilchenmodells des Atomkerns eine Abschätzung 

des Polarisationseffektes angegeben, und zwar für 

den ls-Zustand von Z = 82 AE\S = — 60 keV. LAKIN 

und KOHN 7 fanden mit Hilfe des STEINWEDEL-

jENSENschen Kernmodells für den ls-Zustand von 

1 V.L. F ITCH u. J. R A I N W A T E R , Phys. Rev. 92, 789 [1953]. 
2 S. DE BENEDETTI et al., Phys. Rev. 94, 7 6 6 [ 1 9 5 4 ] ; 97, 2 4 0 

[ 1 9 5 5 ] . S. a. S. K O S L O V , V. L . F ITCH U . J . R A I N W A T E R , Phys. 
R e v . 9 5 , 6 2 5 [ 1 9 5 4 ] . 

3 J . A . W H E E L E R , Rev. Mod. Phys. 21, 1 3 3 [ 1 9 4 9 ] . 

4 L . N. COOPER U . E . M . H E N L E Y , Phys. Rev. 9 2 , 8 0 1 [ 1 9 5 3 ] . 
5 H. C . CORBEN , Phys. Rev. 94, 787 [1954]. 
6 D . L . H I L L U . K . W. F O R D , Phys. Rev. 94, 1 6 1 9 [ 1 9 5 4 ] . 
7 W. L A K I N U . W. K O H N , Phys. Rev. 94, 787 [1954]. 

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift 
für Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the 
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs 
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal 
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is 
to allow reuse in the area of future scientific usage.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift für Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Förderung der
Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veröffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der 
Creative Commons Lizenzbedingung „Keine Bearbeitung“) beabsichtigt, 
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukünftiger wissenschaftlicher 
Nutzungsformen zu ermöglichen.



Z = 80 AEU = — 16 i 8 keV und eine geringe Ver-

änderlichkeit der Energiekorrektur mit der Ord-

nungszahl. 

Durch Anwendung eines geeigneten Summations-

verfahrens wird in der vorliegenden Arbeit eine 

Genauigkeit von etwa o% im Rahmen des verwen-

deten STEINWEDEL—jENSENschen Kernmodells erzielt. 

Die Rechnung wird für mehrere Elemente durch-

geführt, und das Problem auch für höhere Zustände 

behandelt, wobei sich zeigt, daß der Einf luß der 

Kernpolarisation beim 2p-Zustand, verglichen mit 

dem Einf luß beim ls-Zustand, noch nicht vernach-

lässigbar klein ist. 

D a das STEINWEDEL—JENSENSCHE Ke rnmode l l der 

Natur seiner Voraussetzungen nach nicht in der Lage 

ist, Deformationen der Kernoberfläche wiederzuge-

ben, wird der Beitrag eines Ebbe — Flut-Effektes mit 

Hilfe des Tröpfdienmodells gesondert berechnet, 

was sich verhältnismäßig kurz darstellen läßt, da 

die wesentlichen Überlegungen denen der vorher-

gehenden Abschnitte analog sind. 

Al lgemein wird die HAMiLTON-Funktion des u~-

Meson-Atoms durch 

H = + Hfl + Zu-

gegeben, wo die HAMiLTON-Funktion HK des Kerns 

auf Grund des zugrunde gelegten Kernmodells be-

rechnet werden muß. Hu ist die HAMiLTON-Funktion 

des freien /G-Mesons, die nichtrelativistisch ange-

nommen werden soll, da die Verwendung der DIRAC-

Gleichung gegenüber der ScHRÖDiNGER-Gleichung nur 

eine Termkorrektur um 2% ausmacht4 . H\\ bringt 

die Wechselwirkung zwischen Kern und Meson zum 

Ausdruck. Die Beschränkung auf elektrostatische 

Wechselwirkung bleibt im Rahmen der bei den 

Kernmodellen gemachten vernachlässigenden An-

nahmen. 

Den Wechselwirkungsoperator H\y spaltet man 

zweckmäßigerweise in einen ungestörten Bestand-

teil, der die Wechselwirkung mit dem nichtangereg-

ten Kern beschreibt, und in einen Störungsanteil auf, 

wodurch eine störungstheoretische Behandlung des 

Problems ermöglicht wird. 

1. Die Hamilton-Funktion des Kerns 

Unter Zugrundelegung des STEINWEDEL—JENSEN-

schen Kernmodel ls 8 , bei dem die Kernmaterie mit 

konstanter Gesamtdichte g = n r 0
3 ) - 1 [Nukleonen 

pro cm3] in eine festgehaltene Kugel mit dem Radius 

Rq = r0 Ä 1' eingeschlossen ist, erhält man für die 

Störung der Protonendichte ( Z / A ) q + 7] die 

Differentialgleichung 

2 __ Z(A-Z) 8J£ 

A- Mo 
)) = u2 Arj, 

(K = 20 MeV ist die Konstante des Asymmetrie-

termes der WEizsÄCKER-BETHE-Formel, M 0 die Nu-

kleonenmasse). Nach Abspal tung des Zeitanteils 

e'0 '"./1 erhält man als Eigenfunktionen unter Be-

nutzung der Randbed ingung 8 dr]/dR = 0 für R = RQ 

Vn.l.rniVi) = = YLm(6, <I>)-\1 
1 \rn,i-nw) 

. Jl+K (jn.ix) 

Ji+yAin.i) 

Hierbei ist x = R/R0, Yi>m sind normierte Kugel-

flächenfunktionen, jn,i = ° Jn,r RqI u s i n ( i die positi-

ven Nullstellen der Gleichung 

Mi t der Entwicklung 

r]{di,t) = 2Änihm{t) rjn.l.mffi) (1) 
n,l,m 

und mit An>it_m = ( — 1 ) m A*nj<m erhält man für die 

potentielle Energie, abgesehen von einer additiven 

Konstanten, 

U = — [ t f d « f t = V • (2) 
o J p — 

n,l,m 

Führt man die Differenz von Protonen- und Neu-

tronengeschwindigkeit ü = öp —- = grad P ein, so 

kann der Ausdruck für die kinetische Energie, 

Ü 2 dm, 
j _ Mo g Z{A—Z) 

~ 2 A 2  

bei dem höhere als quadratische Glieder in r\ und Ö 

vernachlässigt sind, wegen verschwindender Radial-

komponente von Ü am Kernrand nach dem GREEN-

schen Satz umgeformt werden: 

T = -  M°  9 Z(A—Z) j p j p _ 

Unter Benutzung der (linearisierten) Kontinuitäts-

gleichung 8 

« + O Z - ( ^ — J P = 0 
' " A 2  

8 H. STEINWEDEL u. J . H. D. JENSEN , Z. Naturforschg. 5 a, 413 
[1950]; s. a. M . GOLDHABER U . E . T E L L E R , Phys. Rev. 7 4 , 

1046 [1948], 



erhält man 

D ie Quantisierung der Theorie kann nach dem Vor-

bi ld des harmonischen Oszillators vollzogen werden. 

D ie Entwicklungskoeffizienten Anj>m und A*nlm 

wobei die a* n j m und a n j t i n die Rol le von Erzeu-

gungs- und Vernichtungsoperatoren einer Gesamt-

heit von Bosonen spielen. Es gelten die Vertau-

schungsrelationen 

[ an,I,m '  an,l, 

[ an,l,m '  an',l',m' j 

m\ = bm.m' » 

ln',l',m• '  an',V,m' ] = 0 . 

(4) 

werden danach als Operatoren umgedeutet, die den A l l g e m e i n soll mit | dl ) ein Eigenzustand des Kerns 

Vertauschungsrelationen 

8KR0* 

o 

An,l.m An',l',m' 
= ih dn y ö[ i' dm m', 

[^n,l,m > An',l',m'] = J An ,l',m'] = 0 

genügen. Mit 

'•n.l.m — 
» - N -1 j hcOn.lQ 

4 1 

i - N l 1 /Acü«,Z<? 

4 i [/ tfi?3 

( 3 ) 

bezeichnet werden. Ist insbesondere 0 ) der Grund-

zustand des Kerns, so sind die angeregten Zustände 

gegeben durch a*„ l m 10 ), a*n l m an-tV,m. | 0 ) und so 

weiter. 

2. Die elektrostatische Wechselwirkung 

des «"-Mesons mit dem Kern 

Es sei r die Ortskoordinate des Mesons mit der 

Darstellung in Polarkoordinaten (r, (p). Die elek-

und nach Weglassen einer ( formal unendlichen) trostatische Wechselwirkungsenergie 

Nullpunktsenergie, wodurch der Grundzustand die 

Energie 0 erhält, wird die HAMiLTON-Funktion 

HK = T + U = hV conl a*n l m an l m , 
n,l,m 

#w= -e2 j\m ^ f j f ^ 2-

soll zerlegt werden in den ungestörten Bestandteil 

Ze2 

JJO O „ Z 
H w = —e-Q—r-

/ f S T Ze2 

Rn 

1 

2 \Rn 

für r R0 , 

für r £ R 0 , 

( 5 ) 

der nur die statische Protonendichte Q- (Z/A) enthält, und in den Störunganteil 

Hl = - e 2 f d » 9 t - = - e 2 f d.Q f R 2 dR ^ R>&>*>1 
J 1 t I J J VR2+r*-2Rr 

Hier ist a der Winke l zwischen den Vektoren 3t und r . 

t) 

Mi t fi{*,y) =fi{y,x) = 

0 

xl 

,1+1 

ergibt die Entwicklung der Wurze l nach Kugelfunkt ionen 

OO , + 1 
= V ^ 2 Ylm(&,$)Yl>m(&,cp). 

f->n 2 1 + 1 , \/R2+r2-2 R r cos a 
Zusammen mit der Entwicklung (1) von t] ergibt sich ausintegriert 

mi t 

CnAy) = 

Hl = - 4 ne 2R 2 £ <p) Cn>l(r/R0) 

]/2 / 2i + 1 

4-1 2 l + l n,l,m 

(6) 

« V / , W R i - « ( « + ! ) 

Gn./O) 
y+ i 

JuvAjn.iy) -y lJi-i/t(/«,/))  f ü r y ^  1 . 

für y ^ 1. 



3. Störungsrechnung; 

Mi t der HAMiLTON-Funktion des freien Mesons 

Hu= -
h 2  

2 fx 4 » ) = - 2 u R{
2  

A {X) 

ist 

\H;l + HK + Hl) \m;n,l,m) 

= (Enj + 2 h O J V . L ) \9l;n,l,m) 

die ScHRÖDiNGER-Gleichung des ungestörten Problems. 

Die E„ j sind die Eigenwerte des Operators Hu + H w , 

die zugehörigen Eigenfunktionen JO ;n,l,m) sind 

in der Ortsraumdarstellung gegeben durch 

Yt.m(»,<p)  X n A r , R o )  

r/Ro 

wo Xn,l( x) der Differentialgleichung 

^ -4- z n f. i r i — - -4- -•-
h 

i 2 , o Rrt \ W+V • 2^/Jo 2 r \ 

a Z e 2 u R0 

ß= V 

0, 

(8) 

mit dem Potential der homogenen Ladungsvertei-

lung C(x) aus Gl. (5) genügt = Masse des fJ~-

Mesons). D ie Xn,i sollen durch f y 2
 l {x) dz = 1 nor-

o "n ' 

m i e r t w e r d e n . D i e L ö s u n g e n d e r G l . ( 8 ) k ö n n e n 

e x p l i z i t a n g e g e b e n w e r d e n 4 ; a u ß e r h a l b d e s K e r n s 

( x ^ > . 1 ) s i n d s i e d u r c h W i n T T A K E R s c h e F u n k t i o n e n 

d a r s t e l l b a r : 

>2ß 
lnAx)~W. ci i + a (9) 

Hierbei ist cx
2 das Verhältnis der Energie des Me-

sons im Grundzustand bei punktförmigem Atom-

1 r __ -T2 e4 H o /?„ •yi a>N,L 
— T, / , / " r , ,,, 

kern zur wirklichen Energie En \ 

2 r Z 2e*f* 
~ ~2hT 

also für große Hauptquantenzahlen n asymptotisch 

Cj = Cj (n , /) = n . 

Numerische Werte der xn , l erhält man nach Gl. (9) 

für hinreichend großes Argument (x 1) aus der 

asymptotischen Darstellung der WHiTTAKERSchen Funk-

tionen. Für kleine x ist es rechentechnisch günstiger, 

direkt von der Differentialgleichung auszugehen *. Die 

Funktion ~/l,0 wurde so durch numerische Integration 

der Differentialgl. (8) nach dem ADAMS-STÖRMERSchen 

Verfahren bestimmt, wobei der Energieparameter cx 

iterativ verbessert wurde. Die Integration wurde nach 

fallendem Argument mit der Schrittweite Ax= —1/20 

bzw. -1 / 40 vorgenommen. Als Kriterium für die Güte 

der Annäherung diente Zl,o(0) = 0 . 

Die Eigenfunktionen der höheren Zustände wurden 

approximativ durch Wasserstoff-Eigenfunktionen er-

setzt. 

I n 2. störungstheoretischer Näherung (die 1. Nä-

herung ergibt keinen Beitrag) ergibt sich für die 

Änderung AEn t des Energieeigenwertes EKtjt 

y; 
n,l,m 

Y " K 91; W, f, m 1 g 1 0 ; n0, l0, m0 ) |* pQ^ 

E„0,i0 — E„.i — 2h (ON,L 

M a n überzeugt sich leicht, daß alle Matrixelemente 

im Zähler von Gl. (10) verschwinden, es sei denn, 

daß | ) einen Zustand beschreibt, bei dem genau 

ein Kernquant angeregt ist. Es darf also statt | ) 

auch | N,L,M) —  aN,L,M\ 0 ) geschrieben werden, 

und es entfällt das Summenzeichen im Nenner von 

Gl. ( 10 ) . Mi t H w a u s (7) ergibt sich unter Verwen-

dung von (3) und den Vertauschungsrelationen (4) 

(11) K FÄ (2 L +1) 2 En0,l0-En,i-h oj.x 

I °° )2 12 
• / Xn,l{x) CN>L{X) Xn0.!0{x) dx Y | J dCO Yj ,m L>- V ' L. in« 

lu I M,m 

Vernachlässigt man im Energienenner der Gl. (11) En j und Enj gegenüber hw\ i , so folgt nach Sum-

mation über n, l und m 

oo 

= " ' t f ' ' f x l j M h W dx mit h(x) = V 
* ^ S.L 

(12) 

Das Potential - 'T  Q h (r/R0) erhält man auch klassisch als M i n i m u m von U + H]y durch Variation 
4 K 

der unquantisierten Größen A n i>m [Gin. (2) und ( 7 ) ] . 

* Den Hinweis darauf verdanke ich Frl. Dr. E. TREFFTZ. 



Für die Funktion h(x) erhält man 

h(x) = 

1 / 3 x2 \2 

F (-V« , 1; » / « ; * * ) - 3 ( 2 - | ) ( O ^ x ^ l ) , 

3 x2 F ( 72, 1 ; V2; —r-l — 1 (x ^ 1) . 

Die negativen Glieder rühren davon her, daß die f]n,l,m 
erst nach Hinzufügen einer konstanten Funktion ein 
vollständiges Orthonormalsystem bilden. 

Es ist A ( 0 ) = l / 4 , h( l ) = l / 6 und asymptotisch 
h(x) = 1 / 1 5 x4 (x->°° ) . Die Funktion h(x) besitzt 
am Kernrand (x = l ) eine senkrechte Tangente und 
nimmt etwa für x = 0,68 ein Maximum an ( = 0,29). 

Die Berechnung der Energiekorrektur mit Hilfe 

des klassischen Potentials nach Gl. (12) wird dann 

eine hinreichende Näherung darstellen, wenn sich 

der Kern während einer Zeit AT, die noch klein ist 

gegen die Umlaufszeit T des Mesons, in einem de-

finierten Zustand befindet, d. h. AE ^ h Aojx,l ist. 

Setzt man in der Unschärferelation AE• AT^h für 

AE die Energie des ersten angeregten Zustandes 

21 n3 see, h co1A ein, so ergibt sich (mit 71 « 10 

h oj,'t « 20 MeV für Z = 80) 

AT ^ h ^ 3 

T ^ TÄE ^ n s ' 

Daraus ist ersichtlich, daß für Hauptquantenzahlen 

n ^ 2 Gl. (12) eine ausreichende Näherung dar-

stellt. Numerisch ausgewertet wurde Gl. (12) für 

den 2p- und den 3d-Zustand (Tab. 1), da aus sta-

tistischen Gründen Zustände mit hohem Drehimpuls 

bevorzugt besetzt werden. 

Wenn sowohl n als auch / hinreichend groß sind, 

läßt sich Gl. (12) noch weiter vereinfachen. Man kann 

dann h(x) durch seinen asymptotischen Wert l / l 5x 4 

ersetzen, wodurch sich ergibt 

AE n,l 
2 TT e4

 Q R0 

15 AK 

(ra-Z-1) ! (2 1 — 2) l 

(n-: l) ! n
5 

n-l-1 
y 

x^O 
(x+i y (x+2y 

n + l — x — 3 

n-l-x-1 

für maximalen Drehimpuls / = 

AEn,„-1 = — 

1 also insbesondere 

2 n e 4 Q R0 _ 

15 4 K  P n 5(2 n- 1) (2 n — 2) (2 n-3) 

.7 e4
 o Ra ß 4  

60 K n* 

(13) 

(14) 

Ganz entsprechend der RiTzschen Korrektur der modell-

mäßigen Atommechanik geht die Störung für festen 

Drehimpuls l mit n~s, für maximalen Drehimpuls 

l = n — 1 mit n~8 gegen Null. 

Der Vergleich mit der Termverschiebung, die allein 

durch die endliche Ausdehnung des Kerns bewirkt wird 

AE 
(A) __ Z e 2  

Rn . 
-C(x ) l Xn,l (*) dx 

für großes n und l — n — l also insbesondere 

AE 
(A) 

n, n — 1 
Ze2 3 (2ß\2n+l 

Rn 4 n 2(2 n +1 ) (2 n-f-3) (2 n - 1 ) ! 

— zeigt, daß für hinreichend großes n der Einfluß der 

Kernausdehnung durch die Polarisation überkompen-

siert wird. 

Wenn A = 2 Z gesetzt wird, liest man aus Gl. (13) 

bei Beachtung der Definition (8) von ß noch ab, 

daß der Gang des Polarisationseffektes proportional 

zu Z5 '67 ist. Für niedere Zustände ist der Exponent 

kleiner. Er beträgt 4,6 beim 2p-Zustand und 1,4 

beim ls-Zustand. 

4. Die Störung des 1 s-Zustandes 

Durch Spezialisation der Gl. (11) ergibt sich 

sofort 

AEU0= -
7t e4

 h q R0 

4 K 2 
N,n,l 2/+1 -£ i ,o + £« 

Einer direkten Auswertung der Summe steht ihre 

mäßige Konvergenz entgegen. Wird jedoch der 

F a k t o r COJV.Z 

— £1,0 + + CüN.l 

~r f Xn,l(x) CN>1(X) Xi,o(20 dx - . 
,i+hco\,i IQ-7 

durch einen geeignet gewählten Mittelwert ersetzt, 

so erhält man AE\^ in der Form von Gl. (12) mit 

einer Genauigkeit von etwa 30%. Durch Abspaltung 

ungünstig liegender Terme in der obigen Summe 



läßt sich diese Genauigkeit steigern, ohne den nume-

rischen Aufwand allzusehr zu vermehren. 

Dazu soll die Summe wie folgt umgeschrieben 

werden: 

2 - 2 + I +2-
N,v,l Cü>ü oj<a A 

I n der ersten Teilsumme sind alle Terme aufgeführt, 

für die der erwähnte Faktor nahe an seinem asym-

ptotischen Wert l / h liegt (N-^-oo). I n der zweiten 

Summe liegt dieser Faktor in der Nähe einer von 

l / h weit abliegenden Häufungsstelle {n—>oo); die 

3. Summe umfaßt einzelne Ausnahmeterme, die sich 

in den beiden anderen noch nicht haben unterbrin-

gen lassen. Schätzt man nun in den beiden ersten 

Teilsummen obigen Faktor nach oben und unten ab, 

so gelangt man nach Summat ion über n, N und l, 

bzw. über n zu den Ausdrücken: 

Ü y ^ 
4—1 —Eifi+hQ 

fh(x)xlo(x)dx+ V - M -
0 tov/Cß \ 

0)N,l Q 

oiN,l (ON.l 

2 Z + L \ — Ei,o + Enj+K (ON.I —E 1,0 +H CON 

-Ei^+h (ON.I —Ei,o+hQ 

-)| /Xn,i(x) CNj(x) Xuo(x) dxj , 

\ °° 
) / CN,I (*) XIO («) DX 

2>T/*<*> d* + JZ. 2TPT ( " / {x) {x) ** 
JN,l JN,l 

-^1.0 +  En,l+*«>N,l - El,0 + K.l+ h mN.l/ 10 
/ Xn,i(x) CNj(x) X\,o(x) dxf , 

wo —E™i der größte Wert ist, den — En>i bei vor-

gegebenem l annehmen kann, wenn die Indizes kei-

nen Wert von A anzeigen dürfen. Unter Berücksich-

tigung von insgesamt 17 Integralen erhält man die 

in Tab. 1 aufgeführten Zahlenwerte für die 

im Rahmen des Kernmodells auf etwa 5% genau 

sind. 

Ele-

ment 
AEV0 AE3,2 

Sb — 4,2+0,1 keV -0 ,28 keV (-0,01 keV) 
W -7,2+0,3 — 1,7 (-0,04) 
Pb -8 ,2+0.4 -2 ,7+0,1 -0 ,1 
U -9 .8+0,5 -4 ,3+0,2 -0 .2 

Tab. 1. Die Störung der ls-, 2p- und 3d-Energieniveaus beim 
^"-Meson-Atom durch Polarisation des Atomkerns. 

(r0 = l,2-10—13 cm, K=20 MeV.) Die eingeklammerten 
Zahlen sind nach Gl. (14) berechnet. 

Dabei verursacht ein induziertes Dipo lmoment 

etwa 2/7 der Termkorrekturen, kugelsymmetrische 

Pulsationen etwa 1/12, der Rest entfällt auf höhere 

Anregungszustände des Kerns. 

Beim 2p-Zustand liefert eine ähnliche Rechnung 

eine Bestätigung der Näherungsformel (12) und 

ergibt die bei Pb und U angegebenen Fehlerschran-

ken. 

5. Der Einfluß der Oberflächenschwingungen 

des Kerns (Ebbe-Flut-Effekt) 

I n bezug auf die Rückwirkung des Mesons auf 

den Kern ist unter den Voraussetzungen des STEIN-

WEDEL— jENSENschen Kernmodells am einschneidend-

sten die Annahme einer starren Oberfläche. I n 

Wirklichkeit wird ein Meson, das sich nahe am 

Kern befindet, an der Oberfläche des Kerns eine 

Ebbe — Flut-Bewegung hervorrufen, deren Einfluß 

auf die Energieniveaus des /^-Meson-Atoms nun-

mehr abgeschätzt werden soll. Es wird also nun der 

Kernrand örtlich und zeitlich veränderlich ange-

nommen 

oo +£ 

R(&,4>;t)=R0 + £ V AL.H{t)YL,M(&,&), 

L= 1 M=~L 

(15) 

jedoch die neue Annahme gemacht, daß nicht nur 

die Gesamtdichte der Nukleonen, sondern sogar 

Protonen- und Neutronendichte für sich im Innern 

des Kerns konstant seien. 

Unter der Annahme, daß die Anregungsenergie 

des Kerns proportional zur Oberflächenvergrößerung 

sei, sind die Eigenschwingungen des Kerns von ver-

schiedenen Au toren 9 berechnet worden. Für die 

9 S. FLÜGGE , Ann. Phys., Lpz. (5) 3 9 , 373 [1941] ; M . F I E R Z , 

Helv. Phys. Acta 16, 365 [1943]. 



Resonanzfrequenzen gilt 

M 0 e R 0
3 

wobei die Oberf lädienspannung 

-L(L-l)(L + 2) , 

o = T 
4 ji R 0

2 

aus der v. WEIZSÄCKER—BETHE-Formel entnommen 

werden kann. Nach der Quantisierung erhält man 

f ü r d i e HAMILTON-Funk t i o n 

oo +L 
HK = h£ y a)La*LMaL1 

L=2M——L 

wobei zwischen den Erzeugungs- und Vernichtungs-

operatoren M und aL M und den Entwicklungs-

koeffizienten AL^I die Beziehung besteht 

iL, M = 1 1 /  L K (aLM + a*L 
X 2 <X>l M ü Q R 0

Z \ L ' M L -
•M 

W i e es nach Gl. (15) sein muß, haben die AjJt\i die 

Dimens ion einer Länge. 

M i t der konstanten Ladungsdichte e- (gZ /A ) wird 

die elektrostatische Wechselwirkung gegeben durch 

TT 2 9 Z d 3 S K 
/ / w = — e 1 * 

A I SR—r I * 

wobei das Integral über das gesamte, zeitlich ver-

änderliche Kernvolumen zu erstrecken ist. Nach Ab-

spalten des ungestörten Anteils 

Rn 

bleibt die Störung 

Hl f d ß f A J J V R 2 + r 2 ~ 2 R r cos a 

zu berechnen. Dazu soll der Integrand in eine 

TAYLOR-Reihe um R0 entwickelt werden, was einer 

Approximat ion der Deformat ion des Kerns durch 

eine Folge von Multipolschichten an der ungestörten 

Kernoberfläche entspricht. Im Rahmen einer Stö-

rungstheorie 2. Ordnung genügt es, nur das kon-

stante Glied mitzunehmen 

H 1 = - e2 
U w 6 A f d 0 R 0

2 [ R ( & , $ ; t ) - R 0 ] 

y R 0
2 + r 2 ~ 2 R 0 r c o s a 

wobei die Kerndeformation also durch eine Ober-

flächenladung approximiert wird. Das Integral läßt 

sich mit Hi l fe von Gl. (6) auswerten: 

2 £ f - J f l ^ A l , m Y l , m { { > , < p ) . (16) 
1=2 m=—l 

Ist 

L, M; n,l,m ) = Yl>m ( 0 , cp) a* | 0 

ein Zustand des ungestörten Systems mit der HAMIL-

xoN-Funktion HK + Hp + , so ergibt sich in zwei-

ter störungstheoretischer Näherung für die Ände-

rung der Energieterme durch H ^ 

AEn.,1. = £ 
L,M; n,l,m 

| ( L , M ; n , l , m \ H l \ 0 , 0 ; n 0 , l 0 , m0 > | 2 

ENO,LO~EN,L — FO COL 

wobei die Summe über L erst von L = 2 an zu er-

strecken ist (L = 0 ergibt als Grundzustand des 

Kerns keinen Beitrag, L = 1 entspricht einer bloßen 

Translation des Kerns und ergibt wegen OJ1 = 0 

keinen Bei trag) . Nach Einsetzen von (16) ergibt 

sich 

A £ _ 9 Z 2 e i y 1 h c o L 

naA° 2 oR0* L (2 L + l ) 2 ( L - l ) (1 + 2) Eno.lo-En.l-h coL L;n,l 

• \ f Z n . i f L ( x , l ) Z * t , i . ( * ) t e \ £ \ f d c o Y l m Y L > _ M Y l o , m t \ 2 . (17) 
[ 0 J m,M 

Für das Potential erhält man klassisch oder durch Vernachlässigung von En i , En i in (17) 

^ T Ä i ( r / Ä „ ) 
8 J I o R 0

4 1 W o ; 

mit ht(x) = x~ 2h1(l/x) = y — -T ( 0 < x < l ) . 
tc\ ~ i \ d ß ) 

O T -LT\ (I 
1 = 2 



Eine brauchbare Näherung für hx(x) ist im Inter-

vall o ^ x < ; 1 

h x { x f Q + 0 ,030 75 x s  

mit einem Fehler kleiner als 4%. Asymptotisch gilt 

h1{x)^—x~6 (x-+oc) . 

Unter Zugrundelegung des Potentials (18) und 

zweier weiterer Integrale wurde Gl. (17) für den 

ls-Zustand nach dem in Abschnitt 4 erläuterten 

Summationsverfahren ausgewertet. Dabei wurde für 

die Konstante F der v. WEizsÄCKER-BETHE-Formel 

der ältere Wert T = 14 MeV sowie T = 18,5 MeV 10 

zugrunde gelegt. Die Ergebnisse sind in Tab. 2 ein-

getragen. Das flache M i n i m u m zwischen W und Pb 

erklärt sich dadurch, daß bei hohen Ordnungszahlen 

das Max imum der ls-Wellenfunktion ins Innere des 

Kerns zu liegen kommt. Im Falle der Polarisation 

ist ein ähnlicher Effekt erst in der Termdifferenz 

2p — l s bemerkbar. Die im Vergleich zur Polarisa-

tionskorrektur überraschend hohen Werte werden 

etwa zur Hälfte durch ein induziertes Quadrupol-

moment verursacht. 

Für höhere Zustände ergibt sich etwa für L = 6 

eine Resonanzstelle des Energienenners. Eine Be-

rechnung der Energiekorrektur mit Hi l fe des Tröpf-

chenmodells scheint hier wenig geeignet. 

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind mit 

r0 = 1,2 • 10""13 cm 

gewonnen worden. 

Element ^ 1 , 0 
r = 14 MeV r = 18,5 MeV 

Sb -11.0 ±0,9 keV - 8,9+0.7 keV 
W — 12.8+2,0 -10,5+1,5 
Pb -12,8+2,3 - 10,5+1,7 
U - 12,5+2.7 — 10,3+2,0 

Tab. 2. Die Störung des ls-Zustandes durch den Ebbe —Flut-
Effekt (7-0 = l,2-10-13 cm). 

Nach FITCH und RAINWATER 1 entspricht bei Pb eine 

Änderung des Kernradius r0 um \% einer Ände-

rung der berechneten Übergangsenergie (6 MeV) um 

1%. Um eine Korrektur der Übergangsenergie von 

15 keV durch eine Änderung des Kernradius zu 

kompensieren, müßte dieser also um 0,25%, d. h. 

r0 um 0,003 • 10 - 1 3 cm erhöht werden. 

Eine Kopp lung zwischen Oberflächenschwingungen 

und Polarisationsschwingungen wurde nicht berück-

sichtigt, da sich die niedrigsten Eigenfrequenzen der 

beiden Schwingungszustände etwa um eine Zehner-

potenz unterscheiden. 

Danken möchte ich Herrn Prof. Dr. W. HEISENBERG 

für die freundliche Aufnahme im Max-Planck-Institut 

für Physik, für die Anregung zu dieser Arbeit und sein 

förderndes Interesse an ihr, sowie Herrn Prof. Dr. L. 

BIERMANN für die Möglichkeit, die numerisdien Rech-

nungen an der elektronischen Rechenmaschine G 1 

durchzuführen. 

10 A . E . S .GREEN , Phys. Rev. 95 , 1006 [1954]. 

Intensitätsarme Ubergänge beim Zerfall von RaC, RaC" und ThC" 

V o n H . D A N I E L 

Aus dem Institut für Physik im Max-Planck-Institut für medizinische Forschung, Heidelberg 
(Z. Naturforschg. 12 a, 194—200 119571 ; eingegangen am 16. Januar 1957) 

An anthracene scintillation counter with single-channel pulse height selection was used as a low-
background detector in a magnetic-lens ß-ray spectrometer. By analyzing the spectrum of the 
Compton electrons ejected from a thick converter three new y-rays in the decay RaC —> RaC' were 
found: 2.72 ± 0.02 MeV, 2.89 ± 0.05 MeV. and 3.03 ± 0.03 MeV, with intensities of 0.026, 0.005, 
and 0.013, resp., setting the intensity of the 2.204-MeV y-ray equal to unity, ß-ray groups, if exist-
ing, from RaC" to RaD-levels <[ 1.07 MeV have an intensity < 5-10~3 per RaC" decay. The upper 
limit for the intensity of a 3.20-MeV crossover y-ray in the decay ThC" —*• ThD was measured to 
1.5-lO"4 per ThC" decay. 

1. Ziel der Untersuchung 

Die Verwendung eines Szintillationszählers als 

Detektor in einem magnetischen /^-Spektrometer er-

laubt im Vergleich mit einem Auslösezähler neben 

größeren Zählraten eine zusätzliche Energiediskri-

minierung. Dadurch kann der Untergrund beträcht-

lich reduziert werden. 

Zweck der vorliegenden Arbeit war es, diese Me-

thode auf einige Beispiele anzuwenden. Es wurde 


